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❖♣t✐♠❛❧ ❉✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ Pr✐✈❛t❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦

❈♦♠♣❡t✐t♦rs

❘♦s✐♥❛ ❘♦❞rí❣✉❡③ ❖❧✐✈❡r❛∗

❏✉❧② ✶✽✱ ✷✵✷✹

❆❜str❛❝t

■ st✉❞② t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ s❤❛r❡ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤

✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ♦r ❡♥❢♦r❝❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❡✜t ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❋✐r♠s ♦✛❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✱ ❝♦♠♣❡t❡ ❛ ❧à ❇❡rtr❛♥❞

❛♥❞ ♦♥❡ ✜r♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ♦✈❡r ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ■ s❤♦✇

t❤❛t ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s

♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r♣❧✉s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❆ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ❜✉t ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❛♥

❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ♣r✐✈❛t❡❧② ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳

❉✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠s t♦ ❡①tr❛❝t s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❜✉t ♣r✐✈❛t❡

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ✜r♠ ♣r✐❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝②

✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❣♦♦❞s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss

✜r♠s✳

∗❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ rr♦❞r✐❣✉❅✉♥✐✲❜♦♥♥✳❞❡✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❆♥♥❡✲❑❛tr✐♥ ❘♦❡s❧❡r ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ▼✐❧❧❡r ❢♦r

❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ ❚✐❧♠❛♥ ❇ör❣❡rs ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ❑rä❤♠❡r ❢♦r

✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ■❛♥ ❇❛❧❧✱ ●♦♥③❛❧♦ ❈✐st❡r♥❛s✱ ❏✉❛♥ ❉✉❜r❛✱ ❑✜r

❊❧✐❛③✱ ❈❛r❧✲❈❤r✐st✐❛♥ ●r♦❤✱ ◆❛✈✐♥ ❑❛rt✐❦✱ ▲♦✉✐s✲P✐❡rr❡ ▲❡♣❛❣❡✱ ▲❛✉r❡♥t ▼❛t❤❡✈❡t✱ ❋r❛♥③ ❖str✐③❡❦✱ ❏✉❛♥

❙❡❜❛st✐❛♥ P❡r❡②r❛✱ ◆✐❝♦❧❛s ❙❝❤✉t③✱ ❱✐❥❛② ❙✉❜r❛♠❛♥✐❛♥✱ ❉❡③sö ❙③❛❧❛②✱ ■♥❛ ❚❛♥❡✈❛✱ ❛♥❞ s❡♠✐♥❛r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts

❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇♦♥♥✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❘❡♣ú❜❧✐❝❛✱ ❘■❉●❊ ❋♦r✉♠ ■❖✱ ❈❊❚❈✱

❊❊❆✲❊❙❊▼✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛♥♥❤❡✐♠✱ ❙❆❊❚ ✷✵✷✸✱ ■■❖❈ ✷✵✷✹ ❛♥❞ ❯◆❆❇ ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❙✉♣♣♦rt ❜②

t❤❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡♠❡✐♥s❝❤❛❢t ✭❉❋●✱ ●❡r♠❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✮ t❤r♦✉❣❤ ❈❘❈ ❚❘ ✷✷✹ ✭Pr♦❥❡❝t

❇✵✸✮ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

✶
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❙♦♠❡ ✜r♠s ❝❛♥ ❣❛t❤❡r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❛❜♦✉t ♠❛r❦❡t ❢❡❛t✉r❡s

❧✐❦❡ ❞❡♠❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r s✐③❡ ♦r ✐♥❝✉♠❜❡♥❝② st❛t✉s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❧✐♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❧✐❦❡

❆♠❛③♦♥ ❡♥❣❛❣❡ ✐♥ ♠❛ss✐✈❡ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❣❛t❤❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r s❡❛r❝❤❡s t❤❛t ♦t❤❡r s❡❧❧❡rs ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝❛♥✬t r❡♣❧✐✲

❝❛t❡✳ ❆s s❡❧❧❡rs t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r✐❝✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♦t❤❡r s❡❧❧❡rs✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠❛❦❡ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛s

✐♥ ❆♠❛③♦♥✬s ❙❡❧❧❡r✬s ❝♦❛❝❤✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ t❤♦s❡ s❡tt✐♥❣s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛✛❡❝ts ✜r♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts ❝♦♥s✉♠❡rs

❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❜② ♦♥❧✐♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠s

❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡ ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥

♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ❡♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡✳✶ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❡✈❡♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✱ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ r❡❞✐str✐❜✉t❡ s✉r♣❧✉s ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣❛❝t ✇❡❧❢❛r❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ st✉❞② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛s ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡

t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦r ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r✐❝✲

✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✜r♠✳ ■ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♠♠✐t t♦ s❤❛r❡ ✐ts

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✇❤♦ ❝♦♠♠✐ts t♦ ❝♦♥tr♦❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s t♦ ❜❡♥❡✜t ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s

❛ st②❧✐③❡❞ ❞✉♦♣♦❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇ ♦r

❤✐❣❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♣r✐✈❛t❡❧② ❧❡❛r♥s ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❤❛s ♥♦

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐r♠s ♦✛❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡r ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss t♦ ♣❛②

❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r✬s✳ ❋✐r♠s ❝♦♠♣❡t❡ ❜② s✐♠✉❧✲

t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② s❡tt✐♥❣ ♣r✐❝❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✳ ■♥ t❤✐s

❝♦♥t❡①t✱ ■ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

♣♦❧✐❝② ❛s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t❄ ❍♦✇ ❝❛♥ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ❝♦♥str❛✐♥ ♦r ❡♥❢♦r❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✐s❝❧♦s✉r❡ t♦ ❜❡♥❡✜t ❝♦♥s✉♠❡rs❄

■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ✜r♠s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡s t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛✛❡❝ts ✜r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ✜r♠s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞

✜r♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡s ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ✜r♠ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ str❛t❡✲

❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t❤✉s ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ s❤❛r✐♥❣ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s

✶❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡❞✐❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥ ❋✉♥❣ ✭✷✵✷✵✮✱ ●r❡❡♥ ✭✷✵✶✽✮ ❛♥❞ ▲❛r❞✐❡r✐ ✭✷✵✶✾✮✳

✷



❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❛ ✜r♠✬s ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✇✐❧❧ s❡t ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝❧♦s✐♥❣

✜r♠ t♦ s❡t ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ r❛✐s❡s t❤❡ ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❛♥

s✉❜st✐t✉t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✇❤❡♥ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❋✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛❧s♦ ♠❛①✐♠✐③❡s ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞

✜r♠ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t

❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s

♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥ r❡t✉r♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ♠② ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛t♦r s❤♦✉❧❞

r❡str✐❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧②✳✷ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♣r✐✈❛t❡✱ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❞♦❡s♥✬t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❙❡❝♦♥❞✱

■ s❤♦✇ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❣♦♦❞s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐❢②

t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✜r♠s✳

❚♦ s❡❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝r❡❛t❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢

✜r♠s t♦ ❡①tr❛❝t s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

♣r✐✈❛t❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ✜r♠✬s

❝♦♠♣❡t✐t♦r✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥❞s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ s✐♥❝❡ ✜r♠s ♣r✐❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❛♥❞ ✐ts ♦✇♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✜r♠s s❡t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝❡s✳ ❈♦♥s✉♠❡rs ❜❡♥❡✜t

✇❤❡♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝❛♥ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✜r♠ t♦ ❜✉② ❛❢t❡r

♦❜s❡r✈✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r tr❛❞❡s✲♦✛ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❝r❡❛t❡ t❤✐s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥

❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✜r♠s t♦ ❜❡tt❡r ❡①tr❛❝t s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❚❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ✇✐❧❧✐♥❣♥❡ss

t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛✛❡❝ts r❡❧❛t✐✈❡

❞❡♠❛♥❞ ❛❝r♦ss ✜r♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✱ t❤❡

❧❛tt❡r ✭❜❡♥❡✜❝✐❛❧✮ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜❡♥❡✜t

❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ ❛♥② ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡② ❥✉st ✇❛♥t t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❣♦♦❞

✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡✳

❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r tr❛❞❡s ♦✛ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥ ❝♦♥✲

✷▲✉❝♦ ✭✷✵✶✾✮ ♣r❡s❡♥ts ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ t❤❡

❣❛s♦❧✐♥❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❈❤✐❧❡✳

✸



s✉♠❡rs ❛♥❞ ✜r♠s✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ❢r♦♠ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ❢♦r ✜r♠s✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❋♦r

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡✳

❲❤❡♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ■ ❛❧s♦ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡

♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s

♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ s✉❜❥❡❝t

t♦ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛t ♠♦st t✇♦

♣r✐❝❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ✐s ♦♥❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❤✐❣❤✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ t♦

t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r✐❝❡ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s✱ ♦❜❢✉s❝❛t✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♠♦r❡ ♥✉❛♥❝❡❞ ✇❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳

▼② r❡s✉❧ts ❝❛♥ ✐♥❢♦r♠ ❝✉rr❡♥t ♣♦❧✐❝② ❞❡❜❛t❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ✜r♠s

✇❤♦ ❛❝t ❛s ❜♦t❤ ❛ tr❛❞✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡❜❛t❡

❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛❝t ❛s ❛ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❆s ■ s❤♦✇✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ✐♥t❡r✈❡♥❡ ❜② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ♦r ❢♦r❝✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ♦r ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❙✐♥❝❡

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❝❛♥

❤❡❧♣ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❛♥❞ ❛❜st❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✳ ▲❛st❧②✱ ♠②

r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str❛t❡❣✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡

✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳

❘❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✲

✐♥❣ ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧✐❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❣❛♠❡s✳✸

■♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✜r♠s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝

♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❞❡♠❛♥❞ ✇❡r❡ ✜rst st✉❞✐❡❞ ✐♥ ◆♦✈s❤❡❦

❛♥❞ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ❈❧❛r❦❡ ✭✶✾✽✸✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❱✐✈❡s ✭✶✾✽✹✮✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥

❘❛✐t❤ ✭✶✾✾✻✮✳✹ ■♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs✱ ✜r♠s ❝♦♠♠✐t t♦ s❤❛r❡ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥

✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞✐s❝❧♦s❡s ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ ❛❧❧ ✜r♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐♥❞✉str②✲✇✐❞❡

✸P❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❇❡♥♦✐t ❛♥❞ ❉✉❜r❛ ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇ t❤❛t ❛❣❡♥ts✬ ❡①✲❛♥t❡ ❛♥❞ ❡①✲♣♦st ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s❤❛r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❛❧✐❣♥❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✐s ❦❡②✳
✹❖t❤❡r ♣❛♣❡rs ✐♥ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ●❛❧✲❖r ✭✶✾✽✺✮✱ ▲✐ ✭✶✾✽✺✮✱ ❑✐r❜② ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞ ❱✐✈❡s ✭✶✾✾✵✮✳ ■♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦sts ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❋r✐❡❞ ✭✶✾✽✹✮✱ ●❛❧✲❖r ✭✶✾✽✻✮✱ ❙❛❦❛✐ ✭✶✾✽✻✮ ❛♥❞

❙❤❛♣✐r♦ ✭✶✾✽✻✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞ ❢♦r ✜r♠s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t

❝♦sts ✇✐t❤ ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐s str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❤❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✜rst ♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s

✭❊♥❣❡❧❜r❡❝❤t✲❲✐❣❣❛♥s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✸✮✱ ❋❛♥❣ ❛♥❞ ▼♦rr✐s ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✮✳

✹



♣r♦✜ts✳ ❚❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡

r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str②✲✇✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜② tr❛❞✐♥❣ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ✜r♠s ✇❤❡♥ t❤❡② ❝♦♠♣❡t❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ♦✛❡r ✐♠♣❡r✲

❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ■ st✉❞② t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠ t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧ ✐s ✉♥r❡str✐❝t❡❞✳✺ ▼② r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡

♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ✜r♠ t♦ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❡✈❡♥

✇✐t❤♦✉t r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡t✉r♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❜❡❤❛✈✐♦r

❛♥❞ ❛❝ts ❛s ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡✳✻ ❋✉rt❤❡r✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡

✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡s✉❧t r❡❧❛t❡s t♦ ❆♥❣❡❧❡✲

t♦s ❛♥❞ P❛✈❛♥ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❤♦ st✉❞② t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡

s✐❣♥❛❧s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ■ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥

❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❱✐✈❡s ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❈❛❧③♦❧❛r✐ ❛♥❞ P❛✈❛♥ ✭✷✵✵✻✮ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛r♠❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❱✐✈❡s ✭✶✾✽✹✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t②

♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛❝r♦ss ❢✉❧❧ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✇❤❡♥ ✜r♠s s❤❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❛❧③♦❧❛r✐ ❛♥❞ P❛✈❛♥ ✭✷✵✵✻✮ st✉❞② ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣

❧❡❛❞❡r ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

s❤❛r❡ ✐t ✇✐t❤ ✐ts ❢♦❧❧♦✇❡r✳ ❚❤❡② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝②✱ ✇❤❡r❡❛s ■ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❱✐✈❡s ✭✶✾✽✹✮ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t

❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱

②❡t ■ s❤♦✇ t❤❛t r❡str✐❝t✐♥❣ t♦ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ✇✐t❤ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② s✐♥❝❡ ♣❛rt✐❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ▼② r❡s✉❧ts r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡ r❡❧❛t❡ t♦ ❯✐

❛♥❞ ❨♦s❤✐③❛✇❛ ✭✷✵✶✺✮✱ ✇❤♦ st✉❞② t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s②♠♠❡tr✐❝

♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✇❡❧❢❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s

✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐❢ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧ ♦r ♣r✐✈❛t❡

♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛s ■ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✺❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦rr✐s ✭✷✵✶✸✮✱ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮ ❛♥❞ ❊❧✐❛③ ❛♥❞ ❋♦r❣❡s ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❛❧②③❡ ♣r♦❞✉❝❡r

♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❈♦✉r♥♦t s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t

✐t ✐s ✇✐t❤ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳
✻■♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❛s ❛ ❝♦st❧② ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢

❢✉t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ▼❛✐❧❛t❤ ✭✶✾✽✾✮✱ ▼✐r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✱ ▼✐r♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮✱ ❍❛rr✐♥❣t♦♥

✭✶✾✾✺✮✱ ❑❡❧❧❡r ❛♥❞ ❘❛❞② ✭✷✵✵✸✮✱ ❚❛②❧♦r ✭✷✵✵✹✮✱ ❇❡r♥❤❛r❞t ❛♥❞ ❚❛✉❜ ✭✷✵✶✺✮✱ ❇♦♥❛tt✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

✺



▼♦r❡ ❜r♦❛❞❧②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❣❛♠❡s

❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❚❛♥❡✈❛ ✭✷✵✶✾✮ ❛♥❞ ▼❛t❤❡✈❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♦♣✲

t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛ ❇❡rtr❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳✼ ■t ✐s ♠♦st ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❜✉②❡rs✬ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r✐❝✲

✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❜✉②❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝♦♥s✉♠❡r

♦♣t✐♠❛❧ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r✲

❡♥❝❡s t♦ ✜r♠s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✉②❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❘♦❡s❧❡r ❛♥❞ ❙③❡♥t❡s ✭✷✵✶✼✮

❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❜✉②❡r✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♦♣t✐✲

♠❛❧ ❜✉②❡r ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ ❛ ❞✉♦♣♦❧② s❡tt✐♥❣✱ ❆r♠str♦♥❣ ❛♥❞ ❩❤♦✉ ✭✷✵✶✾✮ st✉❞✐❡s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐③❡s ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱

❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❛✮ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss

t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♥s✉♠❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❡❧❢❛r❡

♦✉t❝♦♠❡s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲✐ ✭✷✵✷✵✮ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ✐♥s✐❣❤ts ❢r♦♠ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✺❛✮ t♦ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✲♦♣t✐♠❛❧ ♠❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡ts✳ ❊❧❧✐♦tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮ st✉❞✐❡s ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♥s✉♠❡r

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝r♦ss ✜r♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❡t❡ ❜② ♦✛❡r✐♥❣ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞ ❞✐s✲

❝♦✉♥ts t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢❡❝t

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ▲❛st❧②✱ ■❝❤✐❤❛s❤✐ ✭✷✵✷✵✮ st✉❞✐❡s t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♥✲

s✉♠❡rs ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✱ ✇❤❡r❡❛s ❆❧✐ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✷✵✮ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥

♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛♥

✉♥❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❛t❛ ❛❝r♦ss ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ❜❡t✇❡❡♥

✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❙❡❝t✐♦♥

✷ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s✲

❝❧♦s✉r❡✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡s✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉ss❡s

❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳

✼■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮ st✉❞② ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜r♠s ♦✛❡r ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❣♦♦❞✱ ❝♦♠♣❡t❡ ❜② s❡tt✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐❝❡ q✉♦t❡s ❛ ❝♦♥s✉♠❡r r❡❝❡✐✈❡s✳

❚❤❡② ✐❞❡♥t✐❢② ❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜r♠s ❤❛✈❡✳

✻



✶ ▼♦❞❡❧

❚✇♦ s②♠♠❡tr✐❝ ✜r♠s ♦✛❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t❡ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡✲

♦✉s❧② s❡tt✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳ ❋✐r♠ ♣r♦✜ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡✱

θ ∈ Θ = {θL, θH} ✇✐t❤ θH > θL > 0✳ ❋✐r♠s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ θ ∈ Θ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② µθ ∈ (0, 1) ❛♥❞ ❢❛❝❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡♠❛♥❞✳ ❋✐r♠ i✬s

❞❡♠❛♥❞ ❛t ♣r✐❝❡ ✈❡❝t♦r p = (pi, p−i)✱ q(p; θ)✱ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

i)
∂q(p; θ)

∂pi
≤ 0,

∂q(p; θ)

∂θ
> 0 ❛♥❞

∂q(p; θ)

∂p−i
> 0,

ii) |
∂q(p; θ)

∂pi
| > |

∂q(p; θ)

∂p−i
| ❢♦r ❛❧❧ p ❛♥❞

iii)
∂2q(p; θ)

∂pi∂p−i
≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ p ❛♥❞

∂2q(p; θ)

∂θ∂p−i
≥ 0.

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t q✉❛♥t✐t② ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ♣r✐❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t

t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤✐❢t❡rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❣♦♦❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ♣r✐❝❡ ❤❛s ❛ ❜✐❣❣❡r ❡✛❡❝t ♦♥

t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳✽ ▲❛st❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s

t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✜r♠ i ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠✬ ♣r✐❝❡

❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t❤❡ st❛t❡ θ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠ p−i✳ ■

r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t st❛t❡ t❤❛t s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ θL ❛♥❞ θH ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ✜r♠s

❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ st❛t❡✱

❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✜r♠s✱ ❢♦r ❛♥②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡str✐❝ts ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥ ♣r✐❝❡s✱ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ✜r♠

t♦ ❜❡ ✏♣r✐❝❡❞ ♦✉t✧ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇❤❡♥ ✐t s❡❧❡❝ts ♣r✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✳

❋✐r♠ ❡①✲♣♦st ♣r♦✜ts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠s✬ ❝♦sts ❛r❡ ③❡r♦✳✾ ❍❡♥❝❡✱ ✜r♠ i✬s ❡①✲♣♦st ♣r♦✜ts✱

Πi : R
2
+ ×Θ → R✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

Πi(p; θ) = pi · q(p; θ).

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✜r♠✬s ❡①✲♣♦st ♣r♦✜ts ❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ pi✳

✽❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ✜♥✐t❡✳
✾■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦sts ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✼



❊①✲♣♦st ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✳ ▲❡t Q(·; θ) : R2
++ → R

2
+ ✇✐t❤ Qi(p, θ) = q(p, θ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡

❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠✳ ❯♥❞❡r t❤❡ st❛t❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐✮ Q ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞







∂q(p; θ)

∂p1

∂q(p; θ)

∂p2
∂q(p; θ)

∂p1

∂q(p; θ)

∂p2







✐s ✐✐✮ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡✳ ◆♦❝❦❡ ❛♥❞ ❙❝❤✉t③ ✭✷✵✶✼✮ s❤♦✇s t❤❛t q✉❛s✐✲

❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ✉t✐❧✐t② v : R2
++ → R ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣

t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ▽v = −Q✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ θ

❛♥❞ ♣r✐❝❡s (p∗i , p
∗
−i)✱ ❡①✲♣♦st ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② v(p∗; θ)✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋✐r♠ ✶ ✭t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✮ ❧❡❛r♥s t❤❡ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✜r♠

✷ ✭t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✮ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t ❛ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❛♥ r❡str✐❝t ✭♦r r❡q✉✐r❡✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ■♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r

s❡❧❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✇❤✐❝❤

❞✐s❝❧♦s❡s ♥♦♥❡✱ s♦♠❡✱ ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳

▲❡t S2 ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ✜r♠ 2✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts

♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s S2 ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ψ2 : Θ → ∆(S2)✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❜♦t❤ ✜r♠s ❜✉t s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r s❡❧❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♠♠✐ts t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S2, ψ2) ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❜♦t❤ ✜r♠s❀ ✭✐✐✮ t❤❡ st❛t❡ θ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡❧②

♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞

❜② t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ (S2, ψ2)❀ ✭✐✈✮ ✜r♠s ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❜❡❧✐❡❢s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❇❛②❡s✬ r✉❧❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ♣r✐❝❡s❀ ✭✈✮ ♣❛②♦✛s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞✳

❚✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇❛rr❛♥t ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♠✲

♠✐t♠❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡♣✉t❛t✐♦♥

❝♦♥❝❡r♥✳✶✵ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❆♠❛③♦♥ s❤❛r❡s ❞❛t❛ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✜r♠s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣r✐❝❡ r❡❝✲

♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ ♣✉r❝❤❛s❡s✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t ❆♠❛③♦♥

t♦ ✉s❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❞❡✲

♠❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❞✉❝t ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❛♥② ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r

♦✛ ✇❤❡♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ✜r♠s✳✶✶ ❖♥❡

✶✵❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ▼❛t❤❡✈❡t ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ ❱✐✈❡s ✭✶✾✽✹✮✱ ◆♦✈s❤❡❦ ❛♥❞ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥ ✭✶✾✽✷✮ ♦r ❇❡r❣❡♠❛♥♥

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮✳
✶✶❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮ s❤♦✇s ✐♥ ❛ ❈♦✉r♥♦t s❡tt✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ r❡str✐❝t

✽



✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♦❜s❡r✈❡s t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s

s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❞♦❡s♥✬t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐ts ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ ✐t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❆♠❛③♦♥ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡

t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ s❡❧❧❡rs✱ ❜✉t ❛♥② ❣✐✈❡♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ❢❡❡❞

❜❛❝❦ ✐♥t♦ ✐ts ♣r✐❝✐♥❣✳

Pr✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❋✐①✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S2, ψ2)✱ ✜r♠s ♣❧❛② ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥

✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡✐r ♣r✐❝✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣s

β1 : Θ → ∆(R+) ❛♥❞ β2 : S2 → ∆(R+)

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✳✶✷ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❇❛②❡s ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❇◆❊✮✳

❆ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ (β1, β2) ✐s ❛ ❇◆❊ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ pi ∈ s✉♣♣ βi✱ p1 ✐♥ st❛t❡ θ ♠❛①✐♠✐③❡s ✜r♠ ✶✬s

❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ψ2 ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s s❡t ❜② ✜r♠ 2✱

β2 ✇❤❡r❡❛s p2 ♦❢ s✐❣♥❛❧ s2 ♠❛①✐♠✐③❡s ✜r♠ ✷✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s s❡t ❜② ✜r♠ 1✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱
∫

S2

∫

R+

Π1((p1, p2); θ)dβ2(p2|s2)dψ2(s2|θ) ≥

∫

S2

∫

R+

Π1((p
′
1, p2); θ)dβ2(p2|s2)dψ2(s2|θ) ✭✶✮

❢♦r ❛❧❧ p′1 ∈ R+ ❛♥❞ θ ∈ Θ ❛♥❞

∑

θ∈Θ

µθ

∫

R+

Π2((p2, p1); θ)dβ1(p1|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

R+

Π2((p
′
2, p1); θ)dβ1(p1|θ) ✭✷✮

❢♦r ❛❧❧ p′2 ∈ R+ ❛♥❞ s2 ∈ S2✳

❋♦r ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S2, ψ2)✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❇◆❊ ✐s ❣✉❛r✲

❛♥t❡❡❞ ❜② ❯✐ ✭✷✵✶✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❇◆❊ ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞ ❛❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦t❤❡rs ❛r❡

✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❋♦r ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s (S2, ψ2)✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❇◆❊ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

❣❛♠❡✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S2, ψ2) ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts

❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①✲❛♥t❡ ✇❡❧❢❛r❡✳
✶✷◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s (S2, ψ2) ✐♥❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ✜r♠s✳

✾



❡①✲❛♥t❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐♥❞✉❝✐♥❣ (β∗
1(p1|θ), β

∗
2(p2|s2)) ❛s t❤❡ ❇◆❊ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✳✶✸ ❋♦r✲

♠❛❧❧②✱ ❧❡t W (ψ2; γ) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✇❤❡r❡ γi ∈ [0, 1] ✇✐t❤ γ1 + γ2 ≤ 1

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✇❡✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❛tt❛❝❤❡s t♦ ✜r♠ i✳ ❚❤❡♥✱

W (ψ2; γ) =
∑

i=1,2

γi · E(µ,ψ2) [Πi(p); θ)] + (1− γ1 − γ2)E(µ,ψ2) [v(p; θ)] ,

✇❤❡r❡

E(µ,ψ2) [Πi(p); θ)] =
∑

θ∈Θ

µθ

∫

S2

∫

R+

∫

R+

Πi((pi, p−i); θ)dβ
∗
1(p1|θ)dβ

∗
2(p2|s2)dψ2(s2|θ)

✐s ✜r♠ i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛♥❞

E(µ,ψ2) [v(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθ

∫

S2

∫

R+

∫

R+

v(p; θ)dβ∗
1(p1|θ)dβ

∗
2(p2|s2)dψ2(s2|θ)

✐s ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■❢ γ1 = 1✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✱ t❤❡♥

✐t ✐s ❛s ✐❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ❝♦♠♣❡t✐t♦r✳

■❢ γ1 = γ2 =
1
2
✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ ✐t ✐s ❛s ✐❢

t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦❧❧✉s✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ■❢ γ1 = γ2 = 0 ♦r γ1 + γ2 6= 1✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ♦r ✇❡❧❢❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✐s ❛s ❛

r❡❣✉❧❛t♦r✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ❣❛♠❡s ♦❢

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❛♥❡✈❛ ✭✷✵✶✾✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥

t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡

st❛t❡✳ ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛❝t ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞

♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡str✐❝t✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ pi ∈ [0, p] ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2}✳✶✹ ■♥ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

✶✸■ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✜r♠s ❞♦ ♥♦t ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣

❛ ❞❡✈✐❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛t❡ ✐s

r❡❛❧✐③❡❞✱ str❛t❡❣✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ P❡r❢❡❝t ❡①t❡♥❞❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙❡❡ ❇❛tt✐❣❛❧❧✐ ✭✶✾✾✻✮ ♦r ❲❛ts♦♥ ✭✷✵✶✻✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳
✶✹❚❤❡ str✐❝t ❝♦♥❝❛✈✐t② ♦❢ ✜r♠✬s ❡①✲♣♦st ♣r♦✜ts ✐♥ pi ✐♠♣❧② t❤❛t ✜r♠s✬ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts p s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡

❝♦♠♣❛❝t ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ pi ∈ [0, p]✳

✶✵



♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡ σ : Θ → ∆
(

[0, p]2
)

r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛ ♣r✐❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠ s✉❝❤ t❤❛t

t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ✜r♠s ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ❆♥② ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛ ❇❛②❡s ❈♦rr❡❧❛t❡❞

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❇❈❊✮ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦rr✐s ✭✷✵✶✸✮✳✶✺ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡

σ : Θ → ∆
(

[0, p]2
)

✐s ❛ ❇❈❊ ✐❢

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi(p, θ)dσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i), θ)dσ(p|θ)

❢♦r ❛❧❧ pi ∈ s✉♣♣ σ✱ p′i ∈ [0, p]✱ ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s

♣r✐❝❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❊✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❇❈❊ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s

❛ ❇◆❊ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠ st❛t❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❢♦r ❣❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs r❡❝❡✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s

❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❙t✐♥❝❤❝♦♠❜❡ ✭✷✵✶✶✮✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ✐s ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✯ t♦♣♦❧♦❣②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t✳✶✻ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ σ ♦✈❡r ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❝♦♠♣❛❝t s❡t✳

▲❡♠♠❛ ✷ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡①✐sts✳

❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❇◆❊ ✐♠♣❧② t❤❛t ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡str✐❝t

❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σ(p2|θ) s✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② ♦❜❡❞✐❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ p1(θ, σ(p2|θ)) ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ✜r♠ 1✬s ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s θ

❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② σ ✇❤❡r❡

p1(θ, σ(p2|θ)) = argmax
p1

∫

p2

Π1(p; θ)dσ(p2|θ).

❇② ▲❡✐❜♥✐③ r✉❧❡✱ p1(θ, σ(p2|θ)) ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

∫

p2

q(p; θ)dσ(p2|θ) + p1
∂
∫

p2
q(p; θ)dσ(p2|θ)

∂p1
= 0.

✶✺■♥ ♠② ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦rr✐s ✭✷✵✶✸✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡

st❛t❡✱ ✜r♠ ✶ ❧❡❛r♥s t❤❡ st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❈❊ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s✳
✶✻❋✐r♠s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❡t ♣r✐❝❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣r✐❝❡ pF (θH) ♦r ❜❡❧♦✇ pF (θL)✱ ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤

♣r✐❝❡s ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❇◆❊ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥② ♦❜❡❞✐❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ [pF (θL), p
F (θH)]2✳

✶✶



❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ σ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ❢♦r

✜r♠ 2 ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ ❢✉❧❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳

▲❡♠♠❛ ✸ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥② ♦❜❡❞✐❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σ(p2|θ) ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ [pF (θL), p
F (θH)]

❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ ✇❤❡r❡ pF (θ) ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ θ ✐s

r❡❛❧✐③❡❞✳

✷ ■♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳

❚❤❛t ✐s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞

♣r♦✜ts✱

W (σ, (1, 0)) = E(µ,σ)[Π1(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθ

∫

Π1(p; θ)dσ(p|θ).

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❝❤♦♦s❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦❜❡❞✐❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ σ t♦ ♠❛①✐✲

♠✐③❡ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❋r♦♠ ✐ts ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤❡t❤❡r

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♣r✐✈❛t❡ ♦r ♣✉❜❧✐❝ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝②✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

st❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ s❤❛r❡ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭■♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✮ ■t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠

t♦ ❢✉❧❧② r❡✈❡❛❧ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r✐❝✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ str❛t❡✲

❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡

st❛t❡✱ Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ]✱ ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠ ❣✐✈❡♥ ♦✉r

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✳ ❚❤❡♥✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s s❡t ❜② t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❛❝r♦ss st❛t❡s✱ Eσ[p2|θL]

❛♥❞ Eσ[p2|θH ]✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐♥✲

❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥

✐♥ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞

♣r♦✜ts✳✶✼

✶✼❚❤✐s r❡s✉❧t r❡❧✐❡s ♦♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞

✶✷



■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐♥✲

❝r❡❛s❡s ✐ts ❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ✇❤❡♥ ✐ts ♣♦s✲

t❡r✐♦r ❜❡❧✐❡❢s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ✭❧♦✇✮ st❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞

✜r♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇

st❛t❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✭❧♦✇✮ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r

❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ♣r♦✜ts

❜② r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦♥ ✐♥❢r❛♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤♦ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❜✉②✐♥❣ ✐ts ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ❜②

❣❛✐♥✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ✐♥ t❤❡

❧♦✇ st❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝❤❛r❣❡s ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ❢❛❝❡s ❧♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞✱ ❜✉t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ❣❛✐♥

✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ st❛t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞

❜② ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✶✽

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ s✉r♣❧✉s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ st❛t❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s

❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❑❛♠❡♥✐❝❛ ❛♥❞ ●❡♥t③❦♦✇ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✜♥❞s t❤❛t

❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ❛ s❡♥❞❡r✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

r❡s✉❧t ❞♦❡s♥✬t ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t♦ ♠② s❡tt✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✭t❤❡ s❡♥❞❡r✮ ❛♥❞ t❤❡

✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✭t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✮ ♣❧❛② ❛ ❣❛♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡s

✐ts s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤✱ ♣❛②♦✛s ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ▼② r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t

t❤❡✐r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ♠♦r❡ ❜r♦❛❞❧②✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ ❣❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤

♣❛②♦✛s ❛r❡ s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡rs✳ ❑♦❧♦t✐❧✐♥ ❛♥❞❲♦❧✐t③❦② ✭✷✵✷✵✮

♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❧❛t❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t✳ ❚❤❡②

s❤♦✇ t❤❛t s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♥❞❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞

✜r♠ ♦❜s❡r✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞✱ ✐ts ♣r✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇❤❡♥

t❤❡ st❛t❡ ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇ ✐❢ ✐t s❤❛r❡s

s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s❤❛r✐♥❣

t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛r♠ ✐t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✳
✶✽■t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ s❤❛r❡ ♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠

✇❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✉s✉❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❛r❣✉♠❡♥ts✳

✶✸



t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❞❡❝✐s✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s✳

▼② r❡s✉❧ts str❡♥❣t❤❡♥ ✜♥❞✐♥❣s ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✭❱✐✈❡s ✭✶✾✽✹✮✱ ❱✐✈❡s ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❘❛✐t❤

✭✶✾✾✻✮✮✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r ❢✉❧❧ ♦r ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞✳✶✾ ❖♥❡ t❛❦❡❛✇❛② ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡

♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ✜r♠ t♦ ❞✐s❝❧♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ ❣❛✐♥ ✐♥ r❡t✉r♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ✉s❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ♣r✐❝❡s✳

✸ ❈♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❛s ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❛s ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❡♥❝② ✇❤♦

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ ♠❛❦❡ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡♠✳ ■t ❝❛♥ t❤❡♥

♣r✐✈❛t❡❧② s❤❛r❡ ❛❧❧ ♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳✷✵

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ♦❜❡❞✐❡♥t ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ σ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

W (σ, (0, 0)) = E(µ,σ)[v(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθ

∫

v(p; θ)dσ(p|θ).

❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛t

♠♦st t✇♦ ♣r✐❝❡s✳ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✐s❝❧♦s❡s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ■

s❤♦✇ t❤❛t ✐t r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ ♦♥❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ♣r✐❝❡

r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r✐❝❡s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s

❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❣✐✈❡♥ ✐ts ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤

st❛t❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② λ∗✱ ✇❤❡r❡ λ∗ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r✐❝❡s p̂L ❛♥❞ p̂H ❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s s✉❜❥❡❝t t♦ ✜r♠ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❈♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮ ❆♥② ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣✲

t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛t ♠♦st t✇♦ ♣r✐❝❡s✳ ■❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❞✐s❝❧♦s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t r❡❝♦♠♠❡♥❞s ♦♥❡ ♣r✐❝❡

p̂H ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣r✐❝❡ p̂L ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s✳

✶✾❚❤❡② ❛❧s♦ str❡♥❣t❤❡♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ◆♦✈s❤❡❦ ❛♥❞ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥ ✭✶✾✽✷✮✱ ❈❧❛r❦❡ ✭✶✾✽✸✮ ❛♥❞ ●❛❧✲❖r ✭✶✾✽✺✮✱

❣✐✈❡♥ t❤❛t ❈♦✉r♥♦t ✇✐t❤ s✉❜st✐t✉t❡s ✭❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❇❡rtr❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ✭s✉❜st✐t✉t❡s✮

❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✜r♠s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❘❛✐t❤ ✭✶✾✾✻✮✳
✷✵❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ ❞✐r❡❝t❧② s❤❛r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r✐❝✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ ✐t✳
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■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✜r♠ ♣r✐❝✐♥❣✳

❲❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ s❡ts ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇ ♣r✐❝❡✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣

❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❡ss ❜❡♥❡✜t

t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❜❡st ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs ❢♦r ❛t ♠♦st ❛ ❧♦✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ t♦

❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♥♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ st❛t❡✱

❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t❤❛t t❤❡ st❛t❡

✐s ❤✐❣❤✱ ❜✉t t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s❡t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳

❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛t ♠♦st t✇♦ ♣r✐❝❡s✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❛t ♠♦st t✇♦

♣r✐❝❡s ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ st❛t❡ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r✐❝❡ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r st❛t❡✳ ■❢

❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐❝❡ p̂ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡ st❛t❡✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ p2 6= p̂

r❡✈❡❛❧s t❤❡ st❛t❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❦♥♦✇s ❞❡♠❛♥❞✱ t❤❡

♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s❡t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦❜❡❞✐❡♥t ♣r✐❝❡s ❛❝r♦ss st❛t❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇

t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ ♦♥❡ st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts

✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ s❡♥❞s ❛t ♠♦st t✇♦ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ r❡❧❛t❡s t♦

❑❛♠❡♥✐❝❛ ❛♥❞ ●❡♥t③❦♦✇ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤

✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦st❡r✐♦rs ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ❤❛s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ |Θ| ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤❡r❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛t ♠♦st t✇♦ ♣r✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡② ❞✐s❝✉ss t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❞♦

♥♦t ❛♣♣❧② t♦ s❡tt✐♥❣s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❝❡✐✈❡rs ✇❤♦s❡ ♣❛②♦✛s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✬ ❛❝t✐♦♥s

❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✭t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r✮ ❝❛♥ s❡♥❞ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s t♦ ❡❛❝❤ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤✐s ✐s

❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❜❡❧✐❡❢s t❤❛t ✜r♠s ❤♦❧❞ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s

♠❛② ✈❛r② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤♦s❡ ❜❡❧✐❡❢s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ■

❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts t♦ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ♣r✐✈❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥❛❧

❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❡♥❣❛❣✐♥❣ ✐♥ ❇❡rtr❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ P❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✭❈♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✮ ■❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐✲

♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❣♦♦❞s t♦

❜❡ ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✜r♠s✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❝❤❛♥✲

♥❡❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡✳ ■♥❞✐r❡❝t❧②✱ t❤✐s ❛❧s♦
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✐♥❝r❡❛s❡s ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✜r♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✜r♠s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

t❛✐❧♦r t❤❡✐r ♣r✐❝❡s t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❡② ❢❛❝❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❜❡tt❡r ❡①tr❛❝t s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ❝♦♥✲

s✉♠❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❝r❡❛t❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤

✜r♠s ♥♦✇ ❤❛✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❣❡♥❡r✲

❛t❡s ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠

♠❛② ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐s♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✱ s❡tt✐♥❣ ❛ ♣r✐❝❡ t❛✐❧♦r❡❞ t♦

t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t st❛t❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ s❡ts ❛ ♣r✐❝❡ t❛✐❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ st❛t❡✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠✐s♠❛t❝❤ ♦❝❝✉rs ❛♥❞ ✜r♠s s❡t ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝❡s✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜❡♥❡✜t ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ ✜r♠ t♦ ♣✉r❝❤❛s❡ ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♣r✐❝❡s✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❣♦♦❞s✳ ❲❤❡♥ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❛ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣❛r✲

t✐❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧❛r❣❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t t♦ ❜✉② ❢r♦♠ t❤❡ ✜r♠ ✇✐t❤ ❛

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♣r✐❝❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❣❛✐♥s ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❤❡♥ ❣♦♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛s ❧✐t✲

t❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t ✜r♠s ❢❛❝❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡♥❡✜ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❤❡♥

❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ♣r✐✈❛t❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝r❡❛t❡s ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r✐❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ✐♠♣♦s❡ ♣❛rt✐❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❚❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ■ ✈❡r✐❢② t❤❛t ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r

❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs t❤❛♥ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤✐r❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝✉t♦✛ ✐♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ■ ❝♦♥s✐❞❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts

❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐s ♦♥❧②

♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ✜r♠ ♣r✐❝✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s

s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✐s✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐s

s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r

t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ♣r✐❝❡s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❞♦❡s♥✬t r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♣r✐✈❛t❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣r✐✈❛t❡ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣

✶✻



t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ✐s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳

✹ ❲❡❧❢❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✱ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛t♦r✱ ✇❛♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡✱

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦✲

s✉r❡ ❛r❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢

t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛r❡ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ❜✐♥❛r② s✉♣♣♦rt✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ♦♥❡ ♣r✐❝❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡

st❛t❡ ✐s ❧♦✇✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣r✐❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r tr❛❞❡s ♦✛ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥ ✜r♠s ❛♥❞

❝♦♥s✉♠❡rs✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✜r♠s✬

❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✐s

♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② ♥♦ ♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✜r♠s

❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ✜r♠s ♦✛❡r ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡

s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ✜r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥s

❡①❝❡❡❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦ss❡s ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ s✉❜st✐t✉t❡s✱

♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❡❧❢❛r❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❣❛✐♥s ❢♦r ✜r♠s ❢r♦♠ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s

♦♣t✐♠❛❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ✇❡✐❣❤ts✱ γ1 ❛♥❞ γ1✿ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ 1− γ1 − γ2✱ ♦♥❧② ♥♦

♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧❀ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ❛❧✇❛②s

♦♣t✐♠❛❧✳

❯✐ ❛♥❞ ❨♦s❤✐③❛✇❛ ✭✷✵✶✺✮ r❡❛❝❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ r❡str✐❝t✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s②♠♠❡tr✐❝

♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ s✐❣♥❛❧s✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉❜st✐t✉t❡s✱ t❤❡② s❤♦✇

t❤❛t ✇❡❧❢❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥

♦❢ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❡✐t❤❡r ♣❛rt✐❛❧ ♦r ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡s❡

r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❢❛❝❡s ❛ tr❛❞❡ ♦✛

❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s✱ ❛♥❞ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥

♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡② ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ♥✉❛♥❝❡❞ t❤❛♥ s✐♠♣❧②

❜❛♥♥✐♥❣ ♦r r❡❧❡❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❡①❛❝t ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tt❡rs✳

✺ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ ❛s ■ ❡♥r✐❝❤ t❤❡

♠♦❞❡❧✳

✶✼



❋✐rst✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✇❤❡♥ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣✉❜❧✐❝ s✐♥❝❡

t❤❡② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✱ ✇❤❡r❡❛s ✜r♠s✬ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❤❡♥ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♣✉❜❧✐❝✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❛♥❞

♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✐s✐❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❆s

❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡

✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ ♣r✐❝❡s

✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❞♦❡s♥✬t r❡❧②

♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡✐♥❣ ♣r✐✈❛t❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❜❡♥❡✜t ♠♦r❡ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ♠❛r❦❡t s✐③❡

❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞

✇❤❡♥ ✜r♠s ❢❛❝❡ ♠❛r❦❡ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳ ❲❤✐❧❡ ✜r♠ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥

✉♥❛❧t❡r❡❞✱ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♠❛r❦❡t ❛♥❞

r❡❞✉❝❡s ✐t ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❢❛❝❡s ❛ ❜✐❣❣❡r

♠❛r❦❡t t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣❛r✲

t✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ❜✐❣❣❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✐s

s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ ✜r♠s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♠❛② ♦❢t❡♥ ❜❡ ❧❛r❣❡r✱ ❧✐❦❡ ❆♠❛✲

③♦♥✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳

❚❤✐r❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

N ✜r♠s ❝♦♠♣❡t❡ à ❧❛ ❇❡rtr❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r s❡❧❡❝ts ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❛

❝♦♥str❛✐♥❡❞ s❡t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝♦♠♠✐ts t♦ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡

s✐❣♥❛❧s t♦ s❤❛r❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ♥♦

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ❛r❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜②

s❤❛r✐♥❣ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✜r♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r

s✉r♣❧✉s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✐s ❛t ❧❡❛st ♣❛rt✐❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s

✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ✜r♠s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❛s ✜r♠s ♦✛❡r ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❜✉t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❧❡❛✈❡ ❛t ❧❡❛st

❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞✳ ❇② ❧❡❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ✜r♠s ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦

✐♥❝r❡❛s❡ ♣r✐❝❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ ❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs✳

❋♦✉rt❤✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡

❛ ❢❡❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✜r♠ t♦ ✉s❡ ✐ts ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❜✉t t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡s r❡♠❛✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ r❡♠❛✐♥s

✶✽



✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✳

❋✐❢t❤✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞ ✇❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r s✉r♣❧✉s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s✳ ❲❤❡♥ ❣♦♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞

✜r♠✬s ♣r♦✜ts✱ ❜✉t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ♣r✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s

♦♣t✐♠❛❧✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❙✐①t❤✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❤♦❧❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r [θL, θH ]✱

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝②✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ❤♦❧❞s ❢♦r {θL, θH}✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ st❛t❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r st✉❞✐❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✜r♠s ❢❛❝❡ ❡①✲❛♥t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❞❡♠❛♥❞✳ ■ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ s❤❛r❡

✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t♦r ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s❡ ✐ts ♣r✐✈❛t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡t✉r♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡

❝♦♠♣❡t✐t♦r ♣r✐❝✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉❜st✐t✉t❡s✱ t❤❡② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ♣r✐❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ t♦ ❢✉❧❧② r❡✈❡❛❧ ✐ts ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡

✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s✲

❝❧♦s✉r❡ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✜r♠s✱ ✐t ❤✉rts ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ■ ✜♥❞ t❤❛t ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢

♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡str✐❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s

♦r ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ♣r✐✈❛t❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❣♦♦❞s✳ ■❢ ❣♦♦❞s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✲

❝r❡❛s❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ ❛❝r♦ss ♠❛r❦❡ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡ r❡✈❡❛❧s ❧♦✇ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♦❜❢✉s❝❛t❡s ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ ♥♦t

❛❧✐❣♥❡❞✳ ■❢ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♠❛①✐♠✐③❡s ❡①♣❡❝t❡❞

✇❡❧❢❛r❡✳ ■❢ ✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❋♦r ✐♥t❡r✲

♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ♣❛rt✐❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❝♦♥s✉♠❡rs✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛❧s♦ r❡✈❡❛❧s ❧♦✇ ❛♥❞ ♦❜❢✉s✲

✶✾



❝❛t❡s ❤✐❣❤ ❞❡♠❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ▼② r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✇✐❞❡ s❝♦♣❡ ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧

✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❜② r❡❣✉❧❛t♦rs✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r s♣❡❛❦s ✐♥ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❢♦r♠ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❡q✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r ❞❛t❛ ❛♠♦♥❣ ✜r♠s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♥♦t

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♦♥ ✜r♠ ❡♥tr② ❛♥❞ ❡①✐t ❞❡❝✐✲

s✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts

❝✉rr❡♥t ♣r♦✜ts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♣r♦✜ts ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠s

t♦ ❡①✐t t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❢♦r❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡✜t ❝♦♥s✉♠❡rs✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ✜r♠s ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t ♦✛❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♠❛② ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝❧♦s❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦r t♦ ♦✛❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐❢② ♣r✐❝❡

❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❙ ◆❛❣❡❡❜ ❆❧✐✱ ●r❡❣ ▲❡✇✐s✱ ❛♥❞ ❙❤♦s❤❛♥❛ ❱❛ss❡r♠❛♥✳ ❱♦❧✉♥t❛r② ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛♥❞ ♣❡rs♦♥❛❧✐③❡❞

♣r✐❝✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st ❆❈▼ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱

♣❛❣❡s ✺✸✼✕✺✸✽✱ ✷✵✷✵✳

❈❤❛r❛❧❛♠❜♦s ❉✳ ❆❧✐♣r❛♥t✐s ❛♥❞ ❑✐♠ ❈✳ ❇♦r❞❡r✳ ■♥✜♥✐t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❆ ❍✐t❝❤✲

❤✐❦❡r✬s ●✉✐❞❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ❇❡r❧✐♥ ❛♥❞ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ●♠❜❍ ✫ ❈♦♠♣❛♥② ❑●✱ ✷✵✶✸✳

●❡♦r❣❡✲▼❛r✐♦s ❆♥❣❡❧❡t♦s ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ P❛✈❛♥✳ ❊✣❝✐❡♥t ✉s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✼✺✭✹✮✿✶✶✵✸✕✶✶✹✷✱ ✷✵✵✼✳

▼❛r❦ ❆r♠str♦♥❣ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❱✐❝❦❡rs✳ ❲❤✐❝❤ ❞❡♠❛♥❞ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t❡

❝❤♦✐❝❡❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✺✽✿✷✾✸✕✸✵✼✱ ✷✵✶✺✳

▼❛r❦ ❆r♠str♦♥❣ ❛♥❞ ❏✐❞♦♥❣ ❩❤♦✉✳ ❈♦♥s✉♠❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳

✷✵✶✾✳

❘✐❝❤❛r❞ ❋✳ ❇❛ss✳ ❘❡❣✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ♣❛❣❡ ✸✽✵✕✸✽✶✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛✲

t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✶✶✳

❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❇❡♥♦✐t ❛♥❞ ❏✉❛♥ ❉✉❜r❛✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡✈❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✺✼✭✷✮✿✶✽✶✕✷✵✺✱ ✷✵✵✻✳
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❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ❘♦❜✉st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✶✭✹✮✿✶✷✺✶✕✶✸✵✽✱ ✷✵✶✸✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ❇❛②❡s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✭✷✮✿✹✽✼✕✺✷✷✱ ✷✵✶✻❛✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✱ ❜❛②❡s✐❛♥ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜❛②❡s

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✻✭✺✮✿✺✽✻✕✾✶✱ ✷✵✶✻❜✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❇r♦♦❦s✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♣r✐❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✺✭✸✮✿✾✷✶✕✺✼✱ ✷✵✶✺❛✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥✱ ❚✐❜♦r ❍❡✉♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✺✽✿✹✷✼✕✹✻✺✱ ✷✵✶✺❜✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❇r♦♦❦s✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ❋✐rst✲♣r✐❝❡ ❛✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✿ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜✐❞❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✺✭✶✮✿✶✵✼✕

✶✹✸✱ ✷✵✶✼✳

❉✐r❦ ❇❡r❣❡♠❛♥♥✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❇r♦♦❦s✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ❙❡❛r❝❤✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r✐❝❡s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✷✾✭✽✮✿✵✵✵✕✵✵✵✱ ✷✵✷✶✳

❉❛♥ ❇❡r♥❤❛r❞t ❛♥❞ ❇❛rt ❚❛✉❜✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✳

❚❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✻✭✶✮✿✻✻✕✽✺✱ ✷✵✶✺✳

❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❇♦♥❛tt✐✱ ●♦♥③❛❧♦ ❈✐st❡r♥❛s✱ ❛♥❞ ❏✉✉s♦ ❚♦✐❦❦❛✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠✲

♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✽✹✭✷✮✿✺✵✸✕✺✹✻✱ ✷✵✶✼✳

■✇❛♥ ❇♦s✱ ❉r✐❡s ❱❡r♠❡✉❧❡♥✱ ❡t ❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦❧✐❣♦♣♦❧② ❞❡♠❛♥❞✱ ✷✵✶✾✳

●✐❛❝♦♠♦ ❈❛❧③♦❧❛r✐ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ P❛✈❛♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♣r✐✈❛❝② ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✲

tr❛❝t✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✱ ✶✸✵✭✶✮✿✶✻✽✕✷✵✹✱ ✷✵✵✻✳

❨♦♥❣♠✐♥ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍ ❘✐♦r❞❛♥✳ Pr✐❝❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ s♣♦❦❡s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✶✼✭✺✷✷✮✿✽✾✼✕✾✷✶✱ ✷✵✵✼✳

❘✐❝❤❛r❞ ◆ ❈❧❛r❦❡✳ ❈♦❧❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❇❡❧❧ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✸✽✸✕✸✾✹✱ ✶✾✽✸✳

❑✜r ❊❧✐❛③ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ❋♦r❣❡s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ t♦ ❝♦✉r♥♦t ❞✉♦♣♦❧✐sts✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s

▲❡tt❡rs✱ ✶✷✻✿✶✻✼✕✶✼✵✱ ✷✵✶✺✳
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▼❛tt❤❡✇ ❊❧❧✐♦tt✱ ❆♥❞r❡❛ ●❛❧❡♦tt✐✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❑♦❤✳ ▼❛r❦❡t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ✷✵✷✵✳

❘✐❝❤❛r❞ ❊♥❣❡❧❜r❡❝❤t✲❲✐❣❣❛♥s✱ P❛✉❧ ❘ ▼✐❧❣r♦♠✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt ❏ ❲❡❜❡r✳ ❈♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❜✐❞❞✐♥❣

❛♥❞ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✭✷✮✿✶✻✶✕✶✻✾✱ ✶✾✽✸✳

❍❛♥♠✐♥❣ ❋❛♥❣ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼♦rr✐s✳ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛✉❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✷✻✭✶✮✿✶✕✸✵✱ ✷✵✵✻✳

❉♦✈ ❋r✐❡❞✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥ ❛ ❞✉♦♣♦❧✐st✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✾✾✭✷✮✿✸✻✼✕✸✽✶✱ ✶✾✽✹✳

❇r✐❛♥ ❋✉♥❣✳ ❈♦♥❣r❡ss ❣r✐❧❧❡❞ t❤❡ ❝❡♦s ♦❢ ❛♠❛③♦♥✱ ❛♣♣❧❡✱ ❢❛❝❡❜♦♦❦ ❛♥❞ ❣♦♦❣❧❡✳ ❤❡r❡ ❛r❡

t❤❡ ❜✐❣ t❛❦❡❛✇❛②s✳ ❈◆◆✱ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝♥♥✳❝♦♠✴✷✵✷✵✴✵✼✴✷✾✴t❡❝❤✴t❡❝❤✲

❛♥t✐tr✉st✲❤❡❛r✐♥❣✲❝❡♦s✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✱ ❉❛t❡ P✉❜❧✐s❤❡❞✿ ❏✉❧ ✷✾✱ ✷✵✷✵✱ ❉❛t❡ ❆❝❝❡ss❡❞✿ ❏✉❧ ✷✾✱

✷✵✷✵✱ ✷✵✷✵✳

❊st❤❡r ●❛❧✲❖r✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝

❙♦❝✐❡t②✱ ♣❛❣❡s ✸✷✾✕✸✹✸✱ ✶✾✽✺✳

❊st❤❡r ●❛❧✲❖r✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✖❝♦✉r♥♦t ❛♥❞ ❜❡rtr❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✺✸✭✶✮✿✽✺✕✾✷✱ ✶✾✽✻✳

❉❡♥♥✐s ●r❡❡♥✳ ❖♥❡ ♦❢ ❛♠❛③♦♥✬s ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ✐s ♣✉tt✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t ♦♥ ✐ts ❜❛❝❦✱

❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❇✉s✐♥❡ss ■♥s✐❞❡r✱ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡

❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❜✉s✐♥❡ss✐♥s✐❞❡r✳❝♦♠✴❛♠❛③♦♥✲s❝r✉t✐♥✐③❡❞✲t❤✐r❞✲♣❛rt②✲s❡❧❧❡r✲❞❛t❛✲✉s❡✲✷✵✶✽✲

✶✷✱ ❉❛t❡ P✉❜❧✐s❤❡❞✿ ❉❡❝ ✶✱ ✷✵✶✽✱ ❉❛t❡ ❆❝❝❡ss❡❞✿ ❏✉❧ ✶✵✱ ✷✵✷✵✱ ✷✵✶✽✳

❏♦s❡♣❤ ❊ ❍❛rr✐♥❣t♦♥✱ ❏r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✲♣r♦❞✉❝ts ❞✉♦♣♦❧②✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✻✻✭✶✮✿✷✼✺✕✷✽✽✱ ✶✾✾✺✳

❙❤♦t❛ ■❝❤✐❤❛s❤✐✳ ❖♥❧✐♥❡ ♣r✐✈❛❝② ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✶✵✭✷✮✿✺✻✾✕✾✺✱ ✷✵✷✵✳

❊♠✐r ❑❛♠❡♥✐❝❛ ❛♥❞ ▼❛tt❤❡✇ ●❡♥t③❦♦✇✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱

✶✵✶✭✻✮✿✷✺✾✵✕✷✻✶✺✱ ✷✵✶✶✳

●♦❞❢r❡② ❑❡❧❧❡r ❛♥❞ ❙✈❡♥ ❘❛❞②✳ Pr✐❝❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✲

❣♦♦❞s ❞✉♦♣♦❧②✳ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✸✽✕✶✻✺✱ ✷✵✵✸✳

✷✷



❆❧✐s♦♥ ❏ ❑✐r❜②✳ ❚r❛❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✸✽✕✶✹✻✱ ✶✾✽✽✳

❆♥t♦♥ ❑♦❧♦t✐❧✐♥ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❲♦❧✐t③❦②✳ ❆ss♦rt❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ✷✵✷✵✳

❆❧❡①❛ ▲❛r❞✐❡r✐✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡♥s ❛♥t✐tr✉st ♣r♦❜❡ ✐♥t♦ ❛♠❛③♦♥✳ ❲♦r❧❞ ❘❡♣♦rt ❯❙ ◆❡✇s✱

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✉s♥❡✇s✳❝♦♠✴♥❡✇s✴✇♦r❧❞✲r❡♣♦rt✴❛rt✐❝❧❡s✴✷✵✶✾✲✵✼✲✶✼✴❡✉r♦♣❡❛♥✲

✉♥✐♦♥✲♦♣❡♥s✲❛♥t✐tr✉st✲♣r♦❜❡✲✐♥t♦✲❛♠❛③♦♥✱ ❉❛t❡ P✉❜❧✐s❤❡❞✿ ❏✉❧ ✶✼✱ ✷✵✶✾✱ ❉❛t❡ ❆❝❝❡ss❡❞✿

❙❡♣ ✶✻✱ ✷✵✶✾✱ ✷✵✶✾✳

▲♦❞❡ ▲✐✳ ❈♦✉r♥♦t ♦❧✐❣♦♣♦❧② ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

♣❛❣❡s ✺✷✶✕✺✸✻✱ ✶✾✽✺✳

❲❡♥❤❛♦ ▲✐✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛♠♣❧✐❢② ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❛r❳✐✈ ♣r❡♣r✐♥t ❛r❳✐✈✿✷✵✶✵✳✵✺✸✹✷✱

✷✵✷✵✳

❋❡r♥❛♥❞♦ ▲✉❝♦✳ ❲❤♦ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡❄ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡t❛✐❧ ❣❛s♦❧✐♥❡✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✭✷✮✿✷✼✼✕✸✵✺✱ ✷✵✶✾✳

●❡♦r❣❡ ❏ ▼❛✐❧❛t❤✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✵✹✭✷✮✿✹✶✼✕✹✷✼✱ ✶✾✽✾✳

▲❛✉r❡♥t ▼❛t❤❡✈❡t✱ ❉❛✈✐❞ P❡❛r❝❡✱ ❛♥❞ ❊♥♥✐♦ ❙t❛❝❝❤❡tt✐✳ ❘❡♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳

❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳❬✹✺✶❪✱ ✷✵✶✾✳

▲❛✉r❡♥t ▼❛t❤❡✈❡t✱ ❏❛❝♦♣♦ P❡r❡❣♦✱ ❛♥❞ ■♥❛ ❚❛♥❡✈❛✳ ❖♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❣❛♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✷✽✭✹✮✿✶✸✼✵✕✶✹✵✹✱ ✷✵✷✵✳

P❛✉❧ ▼✐❧❣r♦♠ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❘♦❜❡rts✳ ❘❛t✐♦♥❛❧✐③❛❜✐❧✐t②✱ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤

str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t②✱ ♣❛❣❡s

✶✷✺✺✕✶✷✼✼✱ ✶✾✾✵✳

▲❡♦♥❛r❞ ❏ ▼✐r♠❛♥✱ ▲❛rr② ❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ❛♥❞ ❆♠♣❛r♦ ❯r❜❛♥♦✳ ❉✉♦♣♦❧② s✐❣♥❛❧ ❥❛♠♠✐♥❣✳ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✸✭✶✮✿✶✷✾✕✶✹✾✱ ✶✾✾✸✳

▲❡♦♥❛r❞ ❏ ▼✐r♠❛♥✱ ▲❛rr② ❙❛♠✉❡❧s♦♥✱ ❛♥❞ ❊❞✇❛r❞ ❊ ❙❝❤❧❡❡✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♥✐♣✉✲

❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✉♦♣♦❧✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✻✷✭✷✮✿✸✻✸✕✸✽✹✱ ✶✾✾✹✳

❉❛✈✐❞ P ▼②❛tt ❛♥❞ ❈❤r✐s ❲❛❧❧❛❝❡✳ ❈♦✉r♥♦t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✺✽✿✹✻✻✕✺✵✻✱ ✷✵✶✺✳

✷✸



❱♦❧❦❡r ◆♦❝❦❡ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❙❝❤✉t③✳ ◗✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱

✶✻✾✿✻✵✸✕✻✷✽✱ ✷✵✶✼✳

❲✐❧❧✐❛♠ ◆♦✈s❤❡❦ ❛♥❞ ❍✉❣♦ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥✳ ❋✉❧✜❧❧❡❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦✉r♥♦t ❞✉♦♣♦❧② ✇✐t❤ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❇❡❧❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✷✶✹✕✷✶✽✱ ✶✾✽✷✳

❙❛❧✈❛t♦r❡ P✐❝❝♦❧♦✱ ▼❛r❝♦ P❛❣♥♦③③✐✱ ❡t ❛❧✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✳

●❛♠❡s ❊❝♦♥✳ ❇❡❤❛✈✳✱ ✼✾✿✷✵✶✕✷✷✷✱ ✷✵✶✸✳

▼✐❝❤❛❡❧ ❘❛✐t❤✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

t❤❡♦r②✱ ✼✶✭✶✮✿✷✻✵✕✷✽✽✱ ✶✾✾✻✳

❆♥♥❡✲❑❛tr✐♥ ❘♦❡s❧❡r ❛♥❞ ❇❛❧á③s ❙③❡♥t❡s✳ ❇✉②❡r✲♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r✐❝✐♥❣✳

❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✼✭✼✮✿✷✵✼✷✕✽✵✱ ✷✵✶✼✳

❍❛❧s❡② ▲❛✇r❡♥❝❡ ❘♦②❞❡♥✳ ❘❡❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❑r✐s❤♥❛ Pr❛❦❛s❤❛♥ ▼❡❞✐❛✱ ✶✾✻✽✳

❨❛s✉❤✐r♦ ❙❛❦❛✐✳ ❈♦✉r♥♦t ❛♥❞ ❜❡rtr❛♥❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✉♥❞❡r ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✻✭✸✮✿✷✶✸✕✷✸✷✱ ✶✾✽✻✳

❈❛r❧ ❙❤❛♣✐r♦✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦❧✐❣♦♣♦❧②✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ st✉❞✐❡s✱ ✺✸

✭✸✮✿✹✸✸✕✹✹✻✱ ✶✾✽✻✳

▼❛①✇❡❧❧ ❇ ❙t✐♥❝❤❝♦♠❜❡✳ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①✐st❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ t②♣❡✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✹✻✭✷✮✿✻✸✽✕✻✺✺✱ ✷✵✶✶✳

■♥❛ ❚❛♥❡✈❛✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✶✶✭✹✮✿✶✺✶✕

✽✺✱ ✷✵✶✾✳

❈✉rt✐s ❘ ❚❛②❧♦r✳ ❈♦♥s✉♠❡r ♣r✐✈❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❝✉st♦♠❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✻✸✶✕✻✺✵✱ ✷✵✵✹✳

❚❛❦❛s❤✐ ❯✐✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✻✸✿✶✸✾✕✶✹✻✱ ✷✵✶✻✳

❚❛❦❛s❤✐ ❯✐ ❛♥❞ ❨❛s✉♥♦r✐ ❨♦s❤✐③❛✇❛✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✺✽✿✺✵✼✕✺✸✺✱ ✷✵✶✺✳

❳❛✈✐❡r ❱✐✈❡s✳ ❉✉♦♣♦❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❈♦✉r♥♦t ❛♥❞ ❜❡rtr❛♥❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝

t❤❡♦r②✱ ✸✹✭✶✮✿✼✶✕✾✹✱ ✶✾✽✹✳

✷✹



❳❛✈✐❡r ❱✐✈❡s✳ ❚r❛❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ r✉❧❡s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❤❛r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡❧❢❛r❡✳

t❤❡ ❘❆◆❉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✹✵✾✕✹✸✵✱ ✶✾✾✵✳

❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ✜r♠s ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥❛❧ ❛❜♦✉t

t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s s✐❣♥❛❧ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t s✐❣♥❛❧s

(s1, s2) ❛s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛ ♣r✐❝❡ t♦ ❡❛❝❤

✜r♠✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s✳ ▲❡t Si ❜❡ t❤❡ s❡t

♦❢ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ✜r♠ i✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ψ : Θ → ∆(S)✱ ✇❤❡r❡ S = S1 × S2 =

{sL, sH} × S2✳ ▲❡t ψi : Θ → ∆(Si) ❜❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ si ∈ Si ❣✐✈❡♥ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S, π)✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ψ1 ✐s ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ sk ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ st❛t❡ θk ✐s ✶✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S, ψ)✱ ✜r♠s ♣❧❛② ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❤❡✐r ♣r✐❝✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ♦♥ t❤❡✐r s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ βi : Si → ∆([0, p])

t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜ts✳ ❆ str❛t❡❣② ♣r♦✜❧❡ (β1, β2) ✐s ❛ ❇◆❊ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ pi ∈ [0, p]

✇✐t❤ βi(pi|si) > 0 ❢♦r ❛❧❧ i✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑

θ∈Θ

µθ

∫

S−i

∫ p

0
Πi(p; θ)dβ−i(p−i|s−i)dψ(s|θ) ≥

∑

θ∈Θ

µθ

∫

S−i

∫ p

0
Πi((p

′
i, p−i); θ)dβ−i(p−i|s−i)dψ(s|θ)

✭✸✮

❢♦r ❛❧❧ p′i ∈ [0, p]✱ s ∈ S ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳❉❡♥♦t❡ ❜② E(S, ψ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❇◆❊✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ r✉❧❡ σ : Θ → ∆
(

[0, p]2
)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❇❈❊ ✐❢

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi(p, θ)dσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i), θ)dσ(p|θ) ✭✹✮

❢♦r ❛❧❧ pi ∈ s✉♣♣ σ✱ p′i ∈ [0, p]✱ ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s

♣r✐❝❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❋✐rst✱ ▲❡♠♠❛ ✹ ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧t st❛t✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❇❈❊ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s ❛ ❇◆❊ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛♥②

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❡❞✐❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❛ ❇❈❊✳ ■♥ ❛ ❇◆❊✱ ❛❧❧ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S, ψ)✳

✷✺



▲❡♠♠❛ ✹ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ∪(S,ψ)E(S, ψ)✳

❙❡❝♦♥❞✱ ▲❡♠♠❛ ✺ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t♦ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦

r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (S, ψ) ✐s ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲

t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐❢ S =
[

0, θH
a−b

]2
✳ ■♥ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ s✐❣♥❛❧s ❛❝t ❛s ♣r✐❝✐♥❣

r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦r ❞♦❡s ❛s ✇❡❧❧✳

▲❡♠♠❛ ✺ ❋♦r ❡✈❡r② σ ∈ ∪(S,ψ)E(S, ψ)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
(

[0, p]2 , σ
)

s✉❝❤ t❤❛t σ ∈ E
(

[0, p]2 , σ
)

✳

❆✳✶✳✶ Pr♦♦❢s

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ∪(S,ψ)E(S, ψ)✳ ❆ss✉♠❡

σ ∈ BCE✳ ❚❤❡♥✱ σ s❛t✐s✜❡s

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi(p, θ)dσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i), θ)dσ(p|θ) ✭✺✮

❢♦r ❛❧❧ pi ∈ s✉♣♣ σ✱ p′i ∈ [0, p] ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡
(

[0, p]2 , ψ∗
)

✇❤❡r❡ [0, p]2 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s

❛♥❞ ψ∗ : Θ → ∆([0, p]2) ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ σ✱ ✐✳❡✳ σ = ψ∗✳ ▲❡t

β∗
i (pi|p

′
i) =







1 if pi = p′i

0 otherwise

❜❡ t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i), θ)dσ(p|θ) =

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i), θ)dψ

∗(p|θ)

=
∑

θ∈Θ

µθ

∫

s−i∈[0,p]

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i); θ)dβ

∗
−i(p−i|s−i)dψ

∗(s|θ)

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ψ∗✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦❜❡❞✐❡♥t str❛t❡❣② ❛♥❞ ❋✉❜✐♥✐✬s t❤❡♦r❡♠ s✐♥❝❡✱ ✜①✐♥❣ θ✱ Πi(p; θ) ✐s σ✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ Πi|θ :

[0, p]2 → R+ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t✳✷✶ ❍❡♥❝❡✱

t❤❡ ❇◆❊ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❇❈❊ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✷✶❙❡❡ t❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✷✼ ❢r♦♠ ❆❧✐♣r❛♥t✐s ❛♥❞ ❇♦r❞❡r ✭✷✵✶✸✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜②

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✹ ❢r♦♠ ❢r♦♠ ❘♦②❞❡♥ ✭✶✾✻✽✮

✷✻



❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐❢ σ ∈ BCE✱ t❤❡♥ σ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❇◆❊ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t ♦❢

❇❈❊ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❇◆❊ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ∪(S,ψ)E(S, ψ) ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❇❈❊✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❇◆❊ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②

❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ (Ŝ, ψ̂) ✇✐t❤ ψ̂ : Θ → ∆(S) ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣✐❡s

(β̂i, β̂−i)✳
✷✷ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣✐❡s (β̂i, β̂−i)✱ ❞❡✜♥❡ β̂ : S → ∆

(

[0, p]2
)

❛s t❤❡ ❥♦✐♥t

♠❡❛s✉r❡✳ ▲❡t σ̂ : Θ → ∆
(

[0, p]2
)

❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ψ̂ ❛♥❞ β̂✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s σ̂ = β̂ ◦ ψ̂✳ ❚❤❡♥✱

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ σ̂ ∈ ∪(S,ψ)E(S, ψ)✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❇◆❊ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t (Ŝ, ψ̂) ❛♥❞ β̂ s❛t✐s❢②✿

∑

θ∈Θ

µθ

∫

Ŝ−i

∫

p−i∈[0,p]

Πi(p; θ)dβ̂−i(p−i|s−i)dψ̂(s|θ)

≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

Ŝ−i

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i); θ)dβ̂−i(p−i|s−i)dψ̂(s|θ) ✭✻✮

❢♦r ❛❧❧ p′i ∈ [0, p]✱ s ∈ S ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❇◆❊ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∑

θ∈Θ

µθ

∫

Ŝi

∫

Ŝ−i

∫

p−i∈[0,p]

Πi(p; θ)dβ̂i(pi|si)dβ̂−i(p−i|s−i)dψ̂(s|θ)

≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

Ŝi

∫

Ŝ−i

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i); θ)dβ̂i(pi|si)dβ̂−i(p−i|s−i)dψ̂(s|θ)

❚❤❡♥✱ ✭✻✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi(p, θ)dσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈[0,p]

Πi((p
′
i, p−i), θ)dσ(p|θ)

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ σ ∈ ∪(S,ψ)E(S, ψ)✳ ▲❡♠♠❛ ✹ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

σ ∈ BCE✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ([0, p]2 , ψσ) ✇❤❡r❡ ψσ = σ ❢♦r ❛❧❧

(p1, p2) ∈ [0, p]2 ❛♥❞ θ ∈ Θ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣②

β∗
i (pi|p

′
i) =







1 if pi = p′i

0 otherwise
.

✷✷❇❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣✐❡s βi : Si → ∆
([

0, θH
a−b

])

❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1, 2} ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢r♦♠ ❇❛ss ✭✷✵✶✶✮✳

✷✼



❚❤❡ ✐♥t❡r✐♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ✜r♠ i ✇❤❡♥ ✜r♠ −i ❢♦❧❧♦✇s β∗
−i ✐s

∑

θ∈Θ

µθ

∫

S−i

∫ p

0

Πi((p
′
i, p−i); θ)dβ

∗
−i(p−i|p

′
−i)dψσ((pi, p

′
−i)|θ)

=
∑

θ∈Θ

µθ

∫ p

0

Πi((p
′
i, p−i); θ)dψσ(p|θ)

=
∑

θ∈Θ

µθ

∫ p

0

Πi((p
′
i, p−i); θ)dσ(p|θ) ✭✼✮

❢♦r ❛❧❧ i✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❈❊ ❛♥❞ ✭✼✮ ✐♠♣❧②

∑

θ∈Θ

µθ

∫ p

0

Πi(p; θ)dψσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫ p

0

Πi((p
′
i, p−i); θ)dψσ(p|θ)

❢♦r ❛❧❧ p′i ∈ [0, p] ❛♥❞ i✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ θ ✉♥❞❡r β∗ ❛♥❞

([0, p]2 , σ) ✐s ψσ = σ✳ ❚❤✉s✱ σ ∈ E
(

[0, p]2 , σ
)

✳

❆✳✷ Pr♦♦❢s

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❝♦♥❝❛✈❡ ❣❛♠❡ s✐♥❝❡ Πi(·, p−i; θ) : R+ → R

✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ p−i ∈ R+✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❣r❛❞✐❡♥t ❛s

∇Π(p, θ) :=

(

∂Πi(p; θ)

∂pi

)

i∈{1,2}

.

❚❤❡ ♣❛②♦✛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

F∇Π(p, θ) :=

(

∂2Π1(p;θ)

∂p2
1

∂2Π1(p;θ)
∂p1∂p2

∂2Π2(p;θ)
∂p1∂p2

∂2Π2(p;θ)

∂p2
2

)

,

✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❜❡❝❛✉s❡

∂2Πi(p; θ)

∂p2i
< 0 ❛♥❞

∂2Πi(p; θ)

∂p2i

∂2Π−i(p; θ)

∂p2−i
≥

(

∂2Πi(p; θ)

∂pi∂p−i

)2

.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛②♦✛ ❣r❛❞✐❡♥t ∇Π(p, θ) ✐s str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹ ❢r♦♠ ❯✐

✭✷✵✶✻✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ p✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts c > 0 s✉❝❤ t❤❛t pTF∇Π(p, θ)p < −cpTp, t❤❡

♣❛②♦✛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ♠♦♥♦t♦♥❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♠♠❛✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡

❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❢r♦♠ ❯✐ ✭✷✵✶✻✮✱

✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥❡✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❣❛♠❡ ❛s ❛t ♠♦st

✷✽



♦♥❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❢r♦♠ ❯✐ ✭✷✵✶✻✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s σ : Θ → ∆([pF (θL), p
F (θH)]

2)

s✉❝❤ t❤❛t

i) σ(p|θ) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ p ∈ [pF (θL), p
F (θH)]

2 ❛♥❞ θ ∈ Θ,

ii)

∫

dσ(p|θ) = 1 ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ ❛♥❞

iii)
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈R+

Πi(p, θ)dσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈R+

Πi((p
′
i, p−i), θ)dσ(p|θ) ❢♦r ❛❧❧ pi ∈ s✉♣♣ σ,

p′i ∈ R+ ❛♥❞ i ∈ {1, 2}.

❋✐rst✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❆ ❢r♦♠ ❙t✐♥❝❤❝♦♠❜❡ ✭✷✵✶✶✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❣❛♠❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs r❡❝❡✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡

❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs I ✐s ✜♥✐t❡

❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ t❤❡ t②♣❡ ωi ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ (Ωi,Fi)✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i s✐♠✉❧t❛✲

♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t Ai ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② ∆i t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥t❛❜❧②

❛❞❞✐t✐✈❡ ❇♦r❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ Ai✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❛❦✯ t♦♣♦❧♦❣②✳ ▲❡t Bi(Fi) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ i✬s

❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ Fi✲♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ Ωi t♦ ∆i✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r

b ∈ B := ×iBi(Fi)✱ ♣❧❛②❡r i✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐t② ✐❢ b ✐s ♣❧❛②❡❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

uPi (b) =

∫

Ω

〈ui(ω),×ibi(ω)〉P (dω)

✇❤❡r❡ 〈f, ν〉 :=
∫

A
f(a)ν(da) ❢♦r f : A→ R ❛♥❞ ❇♦r❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ν✱ ❛♥❞ ×ibi ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ A ❤❛✈✐♥❣ bi ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✳ (Bi(Fi), u
P
i )i∈I) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❣❛♠❡✳

❚❤❡♥✱ ❚❤❡♦r❡♠ ❆ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ ❣❛♠❡s (Bi(Fi), u
P
i )i∈I) ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ t❤❡

♣r✐❝✐♥❣ ❣❛♠❡✱ t✇♦ ✜r♠s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐❝❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣r♦✜ts ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ [pF (θL), p
F (θH)]

2

❢♦r ❡❛❝❤ θ ∈ Θ ✇❤❡r❡ Θ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❇❈❊ ✐s ❝♦♠♣❛❝t s✐♥❝❡ [pF (θL), p
F (θH)]

2 ✐s

❝♦♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✯ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺✳✶✶ ❢r♦♠ ❆❧✐♣r❛♥t✐s ❛♥❞ ❇♦r❞❡r ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤✐r❞✱

t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥W (σ; γ) ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✯ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r②

✶✺✳✼ ❢r♦♠ ❆❧✐♣r❛♥t✐s ❛♥❞ ❇♦r❞❡r s✐♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ Πi(p, θ) ❛♥❞ qi(p, θ) ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞

❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
∫

Πidσ(p|θ) ❛♥❞
∫

v(p; θ)dσ(p|θ) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ σ✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t

s❡t✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠✳

✷✾



Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐❝❡ ✐♥ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝❤❛r❣❡❞

✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✜r♠s ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s ❤✐❣❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❛t

✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❧♦✇❡st ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ♦❝❝✉r ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❯♥❞❡r ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡

σF ✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡✳ ❊❛❝❤ ✜r♠ ❝❤♦♦s❡s pi : Θ → R+ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

Πi(p; θ)✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✜r♠ i✬s ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ t♦ p−i ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

q(p; θ) + pi
∂q(p; θ)

∂pi
= 0

■♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜♦t❤ ✜r♠s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② pF (θ)✳ ❙✐♥❝❡ q(p; θL) < q(p, θH)✱

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✭❧♦✇❡st✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣r✐❝❡ ✐s ✇❤❡♥ ❜♦t❤

✜r♠s ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ✐s ❤✐❣❤ ✭❧♦✇✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥② ♦❜❡❞✐❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥✲

❞❛t✐♦♥ σ(p2|θ) ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ [pF (θL), p
F (θH)]✳

▲❡♠♠❛ ✻ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉❜st✐t✉t❡s ✭❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✮✱ Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ] ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✭s✉❜✲

♠♦❞✉❧❛r✮ ✐♥ θ ❛♥❞ p2✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✻✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦✜ts ❛r❡
∫

p2

Π1(p1(θ, σ(p2|θ)), p2; θ)dσ(p2|θ),

✇❤❡r❡ p1(θ, σ(p2|θ)) ✐s ✜r♠ ✶✬s ❜❡st r❡s♣♦♥s❡✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉❜st✐t✉t❡s✱ ❢♦r ❛♥② ♦❜❡❞✐❡♥t

σ(p2|θ) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

∫

p2

q1(p; θ)dσ(p2|θH) ≥

∫

p2

q1(p; θ)dσ(p2|θL) ❛♥❞

∂
∫

p2
q1(p; θ)dσ(p2|θH)

∂p1
≥
∂
∫

p2
q1(p; θ)dσ(p2|θL)

∂p1
❢♦r ❛❧❧ p1 ❛♥❞ θ ✭✽✮

s✐♥❝❡ q1(p; θ) ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ p2✱
∫ x

0
dσ(p2|θL) ≥

∫ x

0
dσ(p2|θH) ❢♦r ❛❧❧ x ❛♥❞ ∂2q1(p;θ)

∂p1∂p2
>

0✳ ❚❤❡♥✱ s✐♥❝❡ p1(θ, σ(p2|θ)) ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

∫

p2

q1(p; θ)dσ(p2|θ) + p1
∂
∫

p2
q1(p; θ)dσ(p2|θ)

∂p1
= 0,

✭✽✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t p1(θ, σ(p2|θH)) ≥ p1(θ, σ(p2|θL)) ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ∂2q1(p,θ)
∂p1∂p2

≥ 0

❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
∫

p2

q1(p1(θ, σ(p2|θH)), p2; θ)dσ(p2|θH) ≥

∫

p2

q1(p1(θ, σ(p2|θL)), p2; θ)dσ(p2|θL).

✸✵



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉❜st✐t✉t❡s✱
∫

p2

Π1(p1(θ, σ(p2|θH)), p2; θ)dσ(p2|θH)−

∫

p2

Π1(p1(θ, σ(p2|θL)), p2; θ)dσ(p2|θL) ≥ 0 ✭✾✮

❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✳ ❯s✐♥❣ ▲❡✐❜♥✐t③ r✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ θ′✱

∂
∫

p2

Π1(p1(θ, σ(p2|θ
′)), p2; θ)dσ(p2|θ

′)

∂θ

=
∂p1(·)

∂θ
+

[

∫

p2

q1(p1(·)), p2; θ)dσ(p2|θ
′) + p1(·)

∂
∫

p2

q1(p1(·), p2; θ)dσ(p2|θ
′)

∂p1

]

+ p1(·)
∂
∫

p2

q1(p1(·), p2; θ)dσ(p2|θ
′)

∂θ

= p1(·)
∂
∫

p2

q1(p1(·), p2; θ)dσ(p2|θ
′)

∂θ

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r✐❝✐♥❣

❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✾✮ ✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ θ ❜❡❝❛✉s❡ p1(θ, σ(p2|θH)) >

p1(θ, σ(p2|θL)) ❛♥❞
∂2q1(p;θ)
∂θ∂p2

> 0✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ♦✛❡r s✉❜st✐t✉t❡s✱

∫

p2

Π1(p1(θH , σ(p2|θH)), p2; θH)dσ(p2|θH)−

∫

p2

Π1(p1(θH , σ(p2|θL)), p2; θH)dσ(p2|θL)

≥

∫

p2

Π1(p1(θL, σ(p2|θH)), p2; θL)dσ(p2|θH)−

∫

p2

Π1(p1(θL, σ(p2|θL)), p2; θL)dσ(p2|θL)

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ] ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ θ ❛♥❞ p2✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t

❝❛s❡ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ] ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ p2 ❛♥❞ θ✱ ❢✉❧❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ] ✐s s✉❜♠♦❞✉❧❛r ✐♥ p2

❛♥❞ θ✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✻✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ❢✉❧❧② ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ♣r✐❝❡s (pF (θ), pF (θ)) ✇✐t❤ ♣r♦❜✲

❛❜✐❧✐t② 1 ❢♦r ❛❧❧ θ ∈ Θ✳ ❋✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ✐❢ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❡①❝❡❡❞ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

❛♥② ♦t❤❡r ♦❜❡❞✐❡♥t r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❛t ✐s✱

∑

θ∈Θ

µθΠ1((p
F (θ), pF (θ)); θ) ≥

∑

θ∈Θ

µθ

∫

Π1(p; θ)dσ(p|θ) ✭✶✵✮

❢♦r ❛❧❧ σ : Θ → ∆([pF (θL), p
F (θH)]

2) t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡

❝♦♥str❛✐♥ts r❡q✉✐r❡s t❤❛t p1 ♠✉st ❜❡ ❛ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ✜r♠ ✶✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② p1(θ, σ(p2|θ))✳

✸✶



❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ] ✐s s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ✐♥ p2 ❛♥❞ θ✳ ◆❡①t✱ ■ s❤♦✇

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ σ ❛♥❞ p2 ∈ [pF (θL), p
F (θH)]✱

EσF [Π∗
1(p; θL)|θL] ≤ Eσ[Π

∗
1(p; θL)|θL] ≤ Eσ[Π

∗
1(p; θH)|θH ] ≤ EσF [Π∗

1(p; θH)|θH ].

❋✐rst✱
∫

p2

Π1(p1(θL, σ(p2|θL)), p2; θL)dσ(p2|θL) ≥

∫

p2

Π1(p1(θL, σ
F (p2|θL)), p2; θL)dσ

F (p2|θL)

= Π1(p1(θL, σ
F (p2|θL)), p

F (θL); θL) ✭✶✶✮

s✐♥❝❡ σF (p2|θL) r❡❝♦♠♠❡♥❞s pF (θL) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ❞❡♠❛♥❞ ✐s ✐♥✲

❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ p2 ❛♥❞ p1(θL, σ(p2|θL)) ≥ p1(θL, σ
F (p2|θL))✳

✷✸ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

∫

p2

Π1(p1(θH , σ(p2|θH)), p2; θH)dσ(p2|θH) ≤

∫

p2

Π1(p1(θH , σ
F (p2|θH)), p2; θH)dσ

F (p2|θH)

= Π1(p1(θH , σ
F (p2|θH)), p

F (θH); θH). ✭✶✷✮

❙❡❝♦♥❞✱ s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r✐t② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
∫

p2

Π1(p1(θL, σ(p2|θL)), p2; θL)dσ(p2|θL) ≤

∫

p2

Π1(p1(θH , σ(p2|θH)), p2; θH)dσ(p2|θH) ✭✶✸✮

s✐♥❝❡ p1(θL, σ(p2|θL)) ≤ p1(θH , σ(p2|θH))✱
∂2q1(p;θ)
∂θ∂p2

> 0 ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞

s❤✐❢t❡r✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t σ(p2|θH) r❡❝♦♠♠❡♥❞s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡s t❤❛♥ σ(p2|θL)✳ ❚❤✉s✱

✭✶✶✮✱ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ ✐♠♣❧② t❤❛t

Π1(p1(θL, σ
F (p2|θL)), p

F (θL); θL) ≤

∫

p2

Π1(p1(θL, σ(p2|θL)), p2; θL)dσ(p2|θL)

≤

∫

p2

Π1(p1(θH , σ(p2|θH)), p2; θH)dσ(p2|θH) ≤ Π1(p1(θH , σ
F (p2|θH)), p

F (θH); θH).

❚❤❡♥✱

EσF ,µ[Π
∗
1(p; θ)] =

∑

θ∈Θ

µθΠ1(p1(θ, σ
F (p2|θ)), p

F (θ); θ)

≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p2

Π1(p1(θ, σ(p2|θ)), p2; θ)dσ(p2|θ)

= Eσ,µ[Π
∗
1(p; θ)]

✷✸❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ p1(θL, σ(p2|θL)) ≥ p1(θL, σ
F (p2|θL)) ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✻✳

✸✷



✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜② ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡

✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Eσ[Π
∗
1(p; θ)|θ] ✐s s✉❜♠♦❞✉❧❛r ✐♥ θ ❛♥❞ σ(p2|θ)✳ ❆♥❛❧♦✲

❣♦✉s❧② ❛s ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r♠♦❞✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t

Π1(p1(θL, σ
N(p2|θL)), p

N ; θL) ≤

∫

p2

Π1(p1(θL, σ(p2|θL)), p2; θL)dσ(p2|θL)

≤

∫

p2

Π1(p1(θH , σ(p2|θH)), p2; θH)dσ(p2|θH) ≤ Π1(p1(θH , σ
N(p2|θH)), p

N ; θH)

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

EσN ,µ[Π
∗
1(p; θ)] =

∑

θ∈Θ

µθΠ1(p1(θ, p
N), pN ; θ)

≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p2

Π1(p1(θ, σ(p2|θ)), p2; θ)dσ(p2|θH)

= Eσ,µ[Π
∗
1(p; θ)]

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜② ❏❡♥s❡♥✬s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✼ ❆ss✉♠❡ t❤❛t σ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ σ(p2|θ) ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ ♠❛ss

♦♥ p̂ ∈ [pFL , p
F
H ]✳ ❋♦r ❛♥② ♦❜❡❞✐❡♥t σ✱ s✉♣♣ σ(p2|θ

′) = {p̂, p̂′} ❢♦r ❛❧❧ θ 6= θ′✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✼✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ σ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❋✐rst✱

■ s❤♦✇ t❤❛t p̂ ∈ s✉♣♣ σ(p2|θ
′)✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱ s✉♣♣ σ|θ ∩ s✉♣♣ σ|θ′ = ∅ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢✉❧❧② r❡✈❡❛❧ t❤❡ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

t❤❛t σ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡✱ p̂ ∈ s✉♣♣ σ(p2|θ
′)✳

❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ σ(p2|θ
′) ✐s ❜✐♥❛r②✳ ❋✐r♠ i✬s ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s

∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈R+

Πi(p; θ)dσ(p|θ) ≥
∑

θ∈Θ

µθ

∫

p−i∈R+

Πi((p
′
i, p−i); θ)dσ(p|θ)

❢♦r ❛❧❧ i✱ pi ∈ s✉♣♣ σ ❛♥❞ p′i ∈ [pFL , p
F
H ]✳ ❚❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ ♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ σ ❢♦r

p2 6= p̂ ✐s

p2 · q2((p1(θ
′, p2), p2); θ

′) ≥ p′2 · q2((p1(θ
′, p′2), p

′
2); θ

′) ✭✶✹✮

❢♦r ❛❧❧ p′2 ∈ [pFL , p
F
H ]✳ ❚❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts ❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ p2 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ p̂′ ∈ [pFL , p
F
H ] t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭✶✹✮ ❛♥❞ p̂

′ 6= p̂✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ σ̂|θ′

✐s ❜✐♥❛r② ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② {p̂, p̂′}✳

✸✸



▲❡♠♠❛ ✽ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s σ∗ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐❝❡ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✽✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

σ∗ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ σ∗(p2|θ) ❛r❡ ♥♦t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

♦❜❡❞✐❡♥t ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ σ̂ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✼✳ ▲❡t λ

❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ p̂ ✐♥ st❛t❡ θ′✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s σ̂✳

◆❡①t✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts λ ∈ (0, 1) s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✉♥❞❡r σ̂ ✐s ❣r❡❛t❡r

♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ ✉♥❞❡r σ∗✱ ✇❤❡r❡

E(µ,σ∗) [v(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθ

∫

v((p1(p2, θ), p2); θ)dσ
∗(p2|θ) ❛♥❞

E(µ,σ̂) [v(p; θ)] = µθv((p1(p̂, θ), p̂); θ) + (1− µθ) [λv((p1(p̂, θ
′), p̂); θ′) + (1− λ)v((p̂′, p̂′); θ′)] .

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ p̂′ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐s st❛t❡ θ′✱ ❜♦t❤ ✜r♠s ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞✱

t❤✉s✱ s❡t t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐❝❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ v ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞

s②st❡♠ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ♣r✐❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦❜❡❞✐❡♥t

p̂ s✉❝❤ t❤❛t

E(µ,σ∗) [v(p; θ)] ≤ µθv((p1(p̂, θ), p̂); θ) + (1− µθ)

∫

v((p1(p2, θ
′), p2); θ

′)dσ∗(p2|θ
′).

❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐❝❡ ✐♥ st❛t❡ θ′ ❣✐✈❡♥ t❤❡

♦❜❡❞✐❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ p̂ ✐s ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜② λ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts λ s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡rs

❛r❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✇✐t❤ σ̂✱ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ σ∗✳

▲❡♠♠❛ ✾ ❈♦♥s✉♠❡rs s✉r♣❧✉s ✐s ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ t✇♦ ♣r✐❝❡s ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s

❤✐❣❤ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣r✐❝❡s ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❧♦✇✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡♠♠❛ ✾✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ σL ❛♥❞ σH ✳ ❊❛❝❤ ♠❡❝❤✲

❛♥✐s♠ ♦♥❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞ t✇♦ ♣r✐❝❡s✱ p̂kL ❛♥❞ p̂kH ✇✐t❤ k ∈ {L,H}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ σℓ r❡❝♦♠♠❡♥❞s p̂LL
✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜♦t❤ st❛t❡s ✇❤❡r❡❛s p̂LH ✐s ♦♥❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❤✐❣❤✳ ❆♥❛❧✲

♦❣♦✉s❧②✱ σH r❡❝♦♠♠❡♥❞s p̂HH ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜♦t❤ st❛t❡s ✇❤❡r❡❛s p̂HL ✐s ♦♥❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞

✇❤❡♥ t❤❡ st❛t❡ ✐s ❧♦✇✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② p′k t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦❜❡❞✐❡♥t ♣r✐❝❡ ✐♥ st❛t❡ θ′k ✇❤❡♥ σk r❡✈❡❛❧s

s✉❝❤ st❛t❡✳ ▲❡t λk ∈ [0, 1] ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ p̂kk ✐♥ θ′k ✉♥❞❡r t❤❡ ♦❜❡❞✐❡♥t

r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ σk ❢♦r k ∈ {L,H}✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ λk ♣✐♥s ❞♦✇♥ t❤❡ r❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❡❞ ♣r✐❝❡ ✐♥ st❛t❡ θk ❛♥❞ t❤❛t λk = 0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉❧❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤❡r❡❛s λk = 1✱ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ σL
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✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (p̂LL(λ
L), pH , λ

L)✱ ✇❤❡r❡ p̂LL ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ λL✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠ σH ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (pL, p̂
H
H(λ

H), λH)✱ ✇❤❡r❡ p̂HH ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ λH ✳

❯♥❞❡r σL✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜r♠ ♣r✐❝❡s ❛r❡✿ (p̃LL, p̂
L
L)

✇❤❡r❡ p̃LL ≤ p̂LL ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µL✱ (p̃
L
I , p̂

L
L) ✇❤❡r❡ p̃LI ≥ p̂LL ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µHλ

L ❛♥❞

(pH , pH) ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✉♥❞❡r σH ✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜r♠ ♣r✐❝❡s ❛r❡✿ (pL, pL) ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µL(1− λH)✱ (p̃HI , p̂
H
H)

✇❤❡r❡ p̃HI ≤ p̂HH ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② µLλ
H ❛♥❞ (p̃HH , p̂

H
H) ✇❤❡r❡ p̃

H
H ≥ p̂HH ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✐s✿

E(µ,σL) [v(p; θ)] = µLv(((p̃
L
L, p̂

L
L)); θL) + µH

[

λLv((p̃LI , p̂
L
L); θH) + (1− λL)v((pH , pH); θH)

]

❛♥❞

E(µ,σH) [v(p; θ)] = µL
[

(1− λH)v((pL, pL); θL) + λHv((p̃HI , p̂
H
H); θL)

]

+ µHv((p̃
H
H , p̂

H
H)); θH)

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② σL ❛♥❞ σH ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

pL ≤ p̃LL ≤ p̂LL ≤ p̃LI ≤ p̃HI ≤ p̂HH ≤ p̃HH ≤ pH

❛♥❞ t❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥ λk✳

❉❡✜♥❡ ∆E(µ,σk) [v(p; θ)] ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❜❡t✇❡❡♥ σk ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧②

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

∆E(µ,σL) [v(p; θ)] = µL[v((p̃
L
L, p̂

L
L)); θL)− v((pL, pL); θL)] + µHλ

L
[

v((p̃LI , p̂
L
L); θH)− v((pH , pH); θH)

]

❛♥❞

∆E(µ,σH) [v(p; θ)] = µLλ
H
[

v((p̃HI , p̂
H
H); θL)− v((pL, pL); θL)

]

+ µH [v((p̃
H
H , p̂

H
H)); θH)− v((pH , pH); θH)].

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡ts ✐s ✇❡❛❦❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❡❛❦❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

v((p̃LL, p̂
L
L)); θL) > v((p̃HI , p̂

H
H); θL) ❛♥❞ v((p̃

L
I , p̂

L
L); θH) > v((p̃HH , p̂

H
H)); θH).

❘❡str✐❝t✐♥❣ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ t❤❛t ∆E(µ,σk) [v(p; θ)] ≥ 0✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t ∆E(µ,σL) [v(p; θ)] ≥ ∆E(µ,σH) [v(p; θ)]✳

Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✼✱ ▲❡♠♠❛ ✽ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✾✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡

❝♦♥s✉♠❡r✲♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛ ❧♦✇ ♣r✐❝❡ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ❛♥❞

❛ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② λ∗ ✇❤❡r❡

λ∗ ∈ argmax
λ∈[0,1]

E[v(p; θ)](λ).

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ λ∗ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❲❡✐❡rstr❛ss t❤❡♦r❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ✳
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Pr♦♦❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② σ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ σ(s2|θ)

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ p2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ θ✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r

s✉r♣❧✉s ✐s

E(µ,σ) [v(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθ

∫

v(p; θ)dσ((p1, p2)|θ).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❛t ♠♦st

t✇♦ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② pk,ℓ1 ✜r♠ 1✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ ✇❤❡♥ ✜r♠

2 ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ♣r✐❝❡ p̂k ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✐s θℓ✱ p1 (p̂k, θℓ)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❡①♣❡❝t❡❞

❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E(µ,σ) [v(p; θ)] = µLv((p
L,L
1 , p̂L); θL) + µH

[

λv((pL,H1 , p̂L); θH) + (1− λ)v((pH,H1 , p̂H); θH)
]

❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r ❝❤♦♦s❡s λ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❡❛❝❤

λ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s✳

❋✐rst✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♥❡✈❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs s✐♥❝❡ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s

❤✐❣❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳

❯♥❞❡r ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱ ❜♦t❤ ✜r♠s s❡t ♣r✐❝❡s pF (θ) ❢♦r ❡❛❝❤ θ ∈ Θ✱ ✇❤❡r❡❛s ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✱

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ s❡ts pN1 (θ) ❢♦r θ ∈ Θ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❡❞ ✜r♠ s❡ts pN2 ∈ [pN1 (θL), p
N
1 (θH)] ⊂

[pF (θL), p
F (θH)]✳ ❊①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥

❜②

E(µ,σF ) [v(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθv((p
F (θ), pF (θ)); θ) ❛♥❞

E(µ,σN ) [v(p; θ)] =
∑

θ∈Θ

µθv((p
N
1 (θ), p

N
2 ); θ).

❉❡✜♥❡ ∆E[v(p; θ)](σ) ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥s✉♠❡r s✉r♣❧✉s ✇✐t❤ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ σ ❛♥❞

♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤❡♥✱

∆E[v(p; θ)](σF ) = E(µ,σF ) [v(p; θ)]− E(µ,σN ) [v(p; θ)]

= Eµ

[

v((pF (θ), pF (θ)); θ)
]

− Eµ

[

v((pN1 (θ), p
N
2 ); θ)

]

≤ Eµ

[

v((pF (θ), pF (θ)); θ)
]

− Eµ

[

v((pN1 (θ), p
N
1 (θ); θ)

]

≤ 0

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ v ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥ p2 s✐♥❝❡ q2 ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ p2 ❛♥❞ t❤❡

s❡❝♦♥❞ s✐♥❝❡ v ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ θ ❛♥❞ [pN1 (θL), p
N
1 (θH)] ⊂ [pF (θL), p

F (θH)]✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✐t❤❡r ♥♦ ♦r

♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳
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❙❡❝♦♥❞✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t

✜r♠s ♦✛❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t v ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ p1

❛♥❞ p2✱ v(p; θL) ≤ v((pN1 (θL), p
N
2 ); θL) ❛♥❞ v(p; θH) ≤ v((pF (θH), p

F (θH); θH) ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❡❞✐❡♥t

r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s σ✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛s

♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ st❛t❡✱ ❤✐♥t✐♥❣

t❤❛t ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❤♦✇ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛✛❡❝ts t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r✐❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✜r♠s ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ✇✐❧❧✐♥❣ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛r❡ t♦ s✉❜st✐t✉t❡

❜❡t✇❡❡♥ ❣♦♦❞s ♦✛❡r❡❞ ❜② ✜r♠s✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ❋❖❈ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r✬s ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t

∂v

∂λ
=
∂p2

∂λ

(

∂v

∂p1

∂p1

∂p2
+

∂v

∂p2

)

❛♥❞
∂v

∂pi
= −qi.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❋❖❈ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r✬s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

∂E(µ,σ) [v(p; θ)]

∂λ
= −r(λ) + l(λ) ✇❤❡r❡

r(λ) = µL
∂p̂L

∂λ

(

∂p1

∂p2
q1 + q2

)

|
at ((pL,L

1
,p̂L);θL)

+ µHλ
p̂L

∂λ

(

∂p1

∂p2
q1 + q2

)

|
at ((pL,H

1
,p̂L);θH) ❛♥❞

l(λ) = µH

[

v(((pL,H1 , p̂L); θH))− v((pH,H1 , p̂H); θH)− (1− λ)
∂p̂H

∂λ

(

∂p1

∂p2
q1 + q2

)

|
at ((pH,H

1
,p̂H);θH)

]

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ r(λ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ✇✐t❤

❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❧❡ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ st❛t❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ l(λ) r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥ ❢❛❝t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳

❇♦t❤ r(λ) ❛♥❞ l(λ) ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ λ ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ λ ∈ [0, 1]✳✷✹

▼♦r❡♦✈❡r✱ l(0) > l(1) = 0 ❛♥❞ r(1) > r(0) ❛♥❞ l(0) > r(0) ❣✐✈❡♥ t❤❛t ❢✉❧❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♥❡✈❡r

♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts λ∗ ∈ (0, 1] s✉❝❤ t❤❛t

r(λ∗) = l(λ∗)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤❡♥ r(1) = 0 ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧

❞✐s❝❧♦s✉r❡ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳✷✺ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s❝❧♦s✉r❡ ♣♦❧✐❝② λ∗ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦

✐♥❞✉❝❡ ❣♦♦❞s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡r s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✜r♠s✳

✷✹◆♦t❡ t❤❛t q1
∂p1

∂p2

+ q2 > 0✱ ∂p̂L

∂λ
> 0 ❛♥❞ ∂p̂H

∂λ
< 0 s✐♥❝❡ ∂p1

∂p2

> 0✳
✷✺◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❙❖❈ ✐s s❛t✐s❢② ❣✐✈❡♥ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ Q✳

✸✼
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